Ministerul Educatiei Nationale si Cercetarii Stiintifice
Inspectoratul Scolar Judetean Vaslui

Barem de notare — clasa a XII-a

Problema 1. Si se arate ca exista o singura functie derivabild
f:R—>R,astfel incat f (x’ +2x+1)= 4x, VxeRsi f(1)=0.

Daca F este o primitiva a lui f, sa se calculeze F(1)—F(-2).

Solutie:
Din relatia f (x’ +2x+1)= 4x,VxeR obtinem (3x2 + 2)f (X +2x+1)= 12x° +8x
(P +2x+1)= 3x* +4x* +C,VxeR (1,5p)
sicum f(1)=0 rezulta C=0 0,5p)
Fie g:R>R, g(x)=x" +2x+1
g(x)=3x"+2, g(x)>0, VxeR, deci g este strict crescitoare si astfel g este injectiva
}EEQ g(x)=-x, 1133) g(x) =00, g continud , deci g este surjectiva (1,5 p)
Functia f este bine determinati, deoarece g(x)=x’+2x+1 este bijectivd pe R.
Observim ¢ (3x* +2) f(x* +2x+1)= (3x* +2)(3x" +4x7)

(357 +2) f(x* +2x+1) = 9x‘+18x*+8x* (1 p)

7 5 3
F(xX’+2x+1)= 9%+18X +%+q (1,5 p)

9 18 8
Pentru x=0 avem F(1)= C, sipentru x=-1 avem F'(-2)= —;—?-§+C1 0,5p)

9 18 8 793
F(=2)-F(l)= -Z-—- —=— 0,5
2)-FO=-2-2-3="75s ©5p
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Problema 2. Se considerd multimea G = (2; o) si functia f:G—>R, f(x)=In(x-2).
Sa se determine o lege de compozitie * pe G, astfel incat (G,*)sa fie grup, iar functia f sa

fie izomorfism de la grupul (G,*)la grupul aditiv (R,+).

Solutie:
Deoarece functia f este izomorfism de la grupul (G,*)la grupul aditiv (R,+), obtinem
ca f este bijectiva, deci inversabila (1 p)
sirelatia f(x*y)= f(x)+ f(y), pentru orice x,y € G. (1 p)
Sy = (f(x)+ f(»)), pentru orice x,y € G
xxy=f1(f()+f(») (1p)
Searatici f:R, -G, f'(x)=e"+2 (1p)
si relatia de mai sus devine
xxp=el M) L9 =22 4o _ 2072 Lo (1 )
=(x=-2)(y-2)+2
x*y=xy—2x—2y+6, pentru orice x,y €(2;0) (1p)

Se aratd ca * este lege de compozitie pe G si ca (G, *) este grup. (1p)
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Problema 3. Fie A un inel cu element unitate astfel incat x° = x*,Vx € 4. Si se arate ca

a) x’=x,Vxed

b) A este un inel comutativ.

Solutie:.

a) x>-x —x =x",pentru Vxe A4 (1p)

x> x+l (x+1)’=(x+1)°" X +3x7+3x+1=x"+2x+1 (1p)
2

X +x=0 X =—x (1p)
x’ =x,dar stimca x’ =x7, ceea ce inseamni ci x=—x ap
Se deduce imediat ca x> =x (0,5 p)
b) x>x+y (x+y)Y=x+y (1p)
XXy x4y =x+y
xy+yx=0 (1p)
Xy =—yx = yx, pentru orice x,y € 4 0,5p)
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o 1 In (1 +x° )
Problema 4. Si se calculeze lim I arctg X -arctg —+———= dx.
YOS X 1+x

Gazeta matematicd

Solutie:

1 7z .
arctg xX+arctg —= > pentru orice x >0 1p)
b

1 1n(1+x2)

J. arctg x-arctg ;JFTJJ :J.(arctg x-(%—arctg xj+(arctg x)' ln(1+x2)jdx (1p)

:I%-arclgxdx— J.arctgzxdx+arctg x-ln(1+x2)—_|. 2%

-arctg Xdx (1p)
1+x

2

:%Ix' -arctg X dx — J.arC’gzx dx+arctg X'ln(1+x2)_J.x'(amtgzx)ydx 2p)

X

dx — Iarctgzx dx + arctg x-ln(1+x2)—x-(arclgzx)+jarctg2 xdx

—zx-arclg x—zj
2 2 2

1+x

:%xﬂrctg x—%ln(1+x2)+arctg X-ln(1+x2)—x~(arctgzx)+C (1p)

1 2
. 1 ln(1+x )
%}{I&I(arctg X-arctg —+—————= (dx
_y

X 1+ x?
T I ’ (72' I
=lim| =—=In2+=-In2-"——| Zy-arcte y—=In(1+ y* )+ arcte y-In(1+y* )= y-(arcte?
)}\0(8 2+ | g yrarag y= (147 )+ arcig y-In(1+7) = y-(arcig’y)
T 7

=§_E ap
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Barem de notare — clasa a [X-a

Problema 1. Rezolvati in R ecuatia:

4x + 1 2x—1
[ _{ 3 }+”

Solutie:

ﬁ)xg—l} _ 2x3—1 _ [2x3—1]

Ecuatia devine [%] + [4x—6+1] =x+ sz_l

Conform identitatii lui Hermite[zxg_l] + [4x;1] = [2 . ng_l] = [4x3_2] = 5x3_1 2p
Fick € Z,k = || = x = 2=

Ip

k<D ck+le ke(-7,-2] } =k € {—6;—5; —4; —3; —2)

tez
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Problema 2. Determinati perimetrul triunghiului neechilateral ABC stiind ca
p*-Gl=(4p—b—c)-Al+(4p—c—a) Bl +(4p—a—b)-Cl,

unde G este centrul de greutate al AABC, I este centrul cercului inscris in AABC iar p
semiperimetrul AABC.

Solutie:

dp—b—-—c=2p+adp—c—a=2p+b4dp—a—-b=2p+c
Relatia din enunt devine :
p?-Gl =a-Al +b-Bl +c-CI + 2p(Al + Bl + CI)

1p
—  b-AB+cAC = c¢BC+a'BA = a-CA+b-CB
Al = — Bl = ,CI =

a+b+c a+b+c a+b+c

a-A_I>+b-ﬁ+c-?I>=f)>

3p
Conform relatiei Leibniz

3Gl = Al + Bl + Cl =
Ip
p?-Gl =6p-Gl  (p>—6p)-GI =0

AABC neechilateral= G # I = (p? —6p) = 0=>p = 6 > Pyppc = 12.
2p
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Problema 3. Numerele reale a,b,c verificd: a + b+ ¢ = 6 si a®> + b3 + ¢3 = 36. Si se
arate ca abc < 12.

Solutie:

al+b3+c®—3abc=(a+b+c)a*+b*+c?*—ab—bc—ca) e
2p

36 — 3abc = 6(a® + b%> + c? —ab — bc — ca) ©
12—abc=(a—b)*+(c—b)*+(a—¢c)>*=0=>12 = abc

3p

Relatia are loc cu egalitate daca si numai daci a=b=c. In acest caz se obtine a = 2 si a® = 12
contradictie. Deci abc < 12 (2p).

Problema 4. Fie (a,)ney un sir de numere reale cu proprietatea cd pentru orice
mneN,mz=n,

2(@men + Qm_n) = Am + a2, si a; = 1. Determinati o formula pentru termenul general
al sirului (a,)nen-

Solutie:

m=n=0=>a,=0

m=1n=0=a, =4

Ip

m=n-+ 2> 2(a2n+2 + az) = Ayn+4 + Arn =

= 20zn42 + 8 = Apnyq + azp

Ip

n=0>=4a, =a,,

8an+1 + 8 = 4an+2 + 4an =
Apiz = Ani1 = Apy1 — Ap + 2

2p

Fie b, = an4; — a, = (b,) progresie aritmeticd, b, =3,r=2=>b,=2n+1=
Ip

Qi1 —Ap=2n+1= Z;cl;(lJ(aIHl —a) = 7}3;(1)(2k +1)=

a,—a, =n(n—1) +n=a, =n%vn € N.(2p)
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Barem de notare — clasa a XI-a

cos(sinx) —cos(7gx)

Problema 1. a) Aratati ca lim

= 1 :
0 x(tgx—sinx) ’

D 6 . . . < .1
b)Demonstrati ca l1m[ } nu existd, unde [a] reprezintd partea intreagd a numarului

x—0 X
real a.
Solutie:
. _ . p+tq . p—q C e g
a) Scrie formula cosp — cosq = —ZSlnTsmT sau o aplica direct (0,5p)
) sinx + tgx . sinx — tgx
_cos(sinx) — cos(tgx) . n 5 sin >
[=lim - = lim[—-2 - ]
o0 x(tgx — sinx) x—0 x(tgx — sinx)
in Sinx + tgx sin SInxX —tgx SInx +tgx Smnx —tgx
=2lim—2 .2 . 2 . 2 ()
x—>0  SINX + tgXx Sinx —tgx X tgx — sinx
2 2
Obfinem : /=-2-1-1-lim> (2% + %) (==1 (1,5p)
x—0 2
b) limy_,, [“;i] = o (0,5p) deoarece 2% — 1 < [2‘”6] (0,5p)

2016

lirnx—>0x>0 (T) (0 Sp)

lim, o, _, [Z(Lj] = —oo (0,5p) deoarece [ 016] < % (0,5p)

2016

lim, o, ., (25°) = == (0,25p)

2016

Cum limy_ . [Zij] # limy o _, [Z(Lj] rezultd ca nu exista llmx_,o[ 1.(0,25p)
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Problema 2. Fie matricele A, B € M5(R) cu A- A" = B- B = I3. Si se arate ca

det((A—B)(A+ B)) = 0.
Gazeta matematica

Solutie:

Dacd X € M3(R), atunci det(X — X%) = 0vceerrreenennennnnnn. 2p)
Atunci det((A—B)(A+ B)) = det(A— B) - det(A + B) =........ (1p)
= det(A — B) - det((A + B)Y) =ueevvverrsmrssmrsssnessns s s (1p)

=det(A-At+ A-Bt —B- At — B-B%) = det(l; + ABt — BAt — ) =

Y101V L 07 L L W (3p)

1 2 3
Problema 3. Se considera matricea A = <2 3 4).
3 4 5

a) Sa se arate ca exista o infinitate de matrici X € M3 ;(R), astfel incat A - X = 0;.
b) Sa se arate ca A" # I3,V n € N*.

¢) Sa se arate capentruVr € Q —Z avem det(A + rl;) # 0.

Solutie:

a) Ecuatia A-X = O3 este echivalenta cu un sistem liniar omogen, in care A este matricea

sistemului. Cum det(4) = 0, alegem un minor |; él = —1 # 0, deci rang A = 2. Notam
«
Z = a,a € Rgiobtinem X = <—2 oc), AER G3p)
«
b) detA = 0,atunci detA™ = 0. Cum detl; = 1rezultica A" # I3,VneN".........  (2p)

¢) det(A+7l3) =r({?+9r — 6) (+). Ecuatia (x) are o radicini
—9+y105

r; = 0 € Zsiradacinile irationaler, 3 = S

AsadarVr € Q —Z avemdet(A+1I3) # 0. (2p).
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Problema 4. Fiec « € N, @ > 3. Se considera sirul de numere reale (a,) ey cu
proprietitile a, €(0,1) sian4q = a, —ay ,vn € N.

a) Aratati ca sirul (a,)nen este convergent si are limita 0.
b) Determinati § € N, 8 = 2 astfel incat sirul (b,,),en dat prin b, = n a,, Vn € N
sd fie convergent si sa aiba limita 1n (O, +OO).
Solutie:a)Se deduce imediat, prin inductie dupa n, ca a, € (0,1),Vn € N.deci sirul este
100 E: 411 V| S (1p)
Pe de alta parte, a1 — a, = —ay < 0,Vn € N, adica sirul este strict descrescator.. (1p)

Deducem astfel ca (a,),en este convergent si are limita in [0,1). Trecand la limita in relatia de

recurentd, obtinem lim a, =0................ (1p)

n—>+o0

b) Folosind criteriul Cesaro-Stolz, avem:

{n Kn+1-%n 1 4,4,

[=1lim b, = lim 4 - lim I = lim \/7“ P
n—>+00 n—>+w n—>+00 n—>+0 ﬂ ( - ﬂ_l a - a
— — n+1) +..+4n n "

= lim ! '(1 ,771)' a2 | =
L (n—i-l)ﬂ +.. 440" W-(% an)
o p- a-f-1
= lim n’ 1-(1— “)n ? ! e (0,+).(3p)

Deducem cd o — f—1=0, adica f=a—1 si mai mult:

1 1 1
= Ny L a
B17 P R e S 2
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Barem de notare — clasa a X-a

Problema 1. Rezolvati in multimea numerelor reale:

1 1 1

a) 497494746 * =108
b) 13:(3% +x") < (3.5 + o)’

Solutie:

a) Conditie de existentd: x = 0

Pentru x <0, membrul stang este mai mic decat 3. ...............oooiiiiiiiiiiiaL. 1p

1 X— X—
Daca x >0, membrul stang se scrie 6 * - (%) +(Ej Sl

1
Dar x+122:>6 *>36.
X

Cum (%j Ty (%J ) , deducem c@ membrul stang este mai mare sau egal cu 108.(2p)

Egalitatea se obtine pentril X =1 . ottt s 1p

b) (3-x'% +27 )" =(3.3%74+2.2%) <13.(3%%" +27¢) conform C.B.S ........... 1p

Dar 321gx +221gx _ 31gx2 +xlg4

lgx
Rezulta conditia 3 = 2 @(éj =

3lgx 2lgx

DT X = 10 . e e 0,5p
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Problema 2. Se considerd multimea A4 si functia f: 4 — 4. Stiind ca |A4l=2015si

fofof =1,, demonstrati cd {x e A f (x) = x} are cel putin doua elemente.

Solutie:

Din fofof =1,rezultd cd f este bijectiVa. ...........oiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii 1p
Presupunand ca f nu are niciun punct fix, rezultd f(x) #x,Vx e A, apoi f(f(x)) # f(x) si

in final ca x, f (x), f ( f (x)) sunt distincte doua cate doua, Rezultd ca 4 se poate scrie ca o

reuniune finita de triplete de aceasta forma, deci | A |este multiplu de 3. Contradictie! ....... 3p

Daca presupunem cd f are un singur punct fix x,, rezultd analog ca |A- {x0}| este multiplu de
B.C0NtIAdICHIC] .ottt 2p

Deci f are cel putin doud puncte fiXe. .........oiuiiiiiiiiii i e 1p

Problema 3. Fic a,b,ce C"astfel incat 6] =3lal-ld| iar arg a, arg b, arg ¢ sunt in progresie
aritmeticd. Dacd z, §i z, sunt riddcinile ecuatiei az’ +bz +c =0, demonstrati ci punctele

M, (Z1 ) M, (22) si O (originea axelor de coordonate), sunt varfurile unui triunghi echilateral.

Solutie:

a=R(cosa+isina),c=r(cos f+isinf),b=~/3Rr cos&’gﬂ'sinM
Consideram: ’ ’ 2 2
unde 7, R >0 $i 0, BE[0,277). coovoieveseeesenssies et sess s s sess s s e s e e e 1p

Se obtine A = —Rr[cos(a+ﬂ)+isin(a+ﬂ):| - (\/E)z 2 (Cosgﬂ’sin#j

2

2

Deci z, =z, (cos%+isin%j sau z, —O=(cos%+isin%j-(z2 —0), adicd M,(z,),M,(z,) si

0(0) sunt varfurile unui triunghi echilateral. ... 2p
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Problema 4. Sa se rezolve in multimea numerelor reale

W—\71xx/x\/_:61\2/x\/;.

Gazeta matematica

Solutie:

Conditia de existenta a radicalului: x >0

Ecuatia se scrie: x% - x% = 6x% CNOEM X =25 3p
Obtinem ecuafia: #* —£" —6t=0 = £(£' =1 =6)=0=>,=0.........cc.oooiiiiiii Ip
Sau £ =1=6=0=1 —4+3t-6=0=(£=4)+3(t=2)=0...ccccooiii 1p
Rezultd (1 =2)-(£ +204+3)=0=>1, =2 .....oooiiiiii e 0,5p
Sau #* +2t+3=0= A, = -8 < 0 = ecuatia nu are solutii reale. .................cc.cevrrrnernnn 0,5p

ObHNEM X € {05256} ....ooiiiiiiiiieiiii e 1p.



